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Resumen- A través del calculo combinatorio se propone
determinar las formas en que se pueden representar, modelar y
simular diferentes arreglos de elementos en un conjunto aleatorio
y algunas aplicaciones con variaciones, permutaciones y
combinaciones utilizando funciones; ya que el anélisis
combinatorio expresa un esquema operacional fundamental para
el razonamiento légico. Este tdpico representa importancia en la
ensefianza, donde los alumnos pueden realizar actividades
caracteristicas de matematizacion:  hacer  conjeturas,
generalizacion, la optimizacion y el pensamiento sistematico.
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Abstract- Through combinatorial calculus, it is proposed to
determine the ways in which they can represent, model and
simulate different arrangements of elements in a random set and

some applications with variations, permutations and
combinations of functions; since combinatorial analysis
expresses a fundamental operational scheme for logical

reasoning. This topic represents importance in teaching, where
students can perform characteristic mathematical activities:
making guesses, generalization, optimization, and systematic
thinking.
Keywords- combinatorial, variations, permutations, functions,
maths teaching.
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I. INTRODUCCION

La combinatoria pertenece un &rea de las matemaéticas
discretas, en donde éstas se ocupan de estudiar las distintas
configuraciones de conjuntos no continuos; es decir finitos o
infinitos numerables, que pueden obtenerse, a partir de sus
elementos dados mediante ciertas trasformaciones que
originan cambios en la estructura o la composicion de estos.
La estructura de estos conjuntos puede ser muy compleja
dependiendo de las relaciones existentes entre sus elementos
que asignan como resultado diferentes permutaciones,
combinaciones y variaciones[1].

El disefio y aplicacion del célculo combinatorio permite
orientar el proceso de ensefianza—aprendizaje a través de
situaciones reales; asi mismo contribuye al desarrollo del
pensamiento sistémico en el que le permite abordar todos los
elementos que lo componen y las relaciones entre ellos; su
enumeracion, construccion de algoritmos y la abstraccion de
las propiedades que satisfacen ciertas condiciones
establecidas[2]. Una de las funciones de la matematica es
modelar procesos y fenémenos de la realidad, algunos de ellos
son de tipo aleatorio y es en la resolucién de problemas
combinatorios donde generalmente se debe examinar todas las
posibilidades para llegar a una generalizacion[3].

La combinatoria ha ganado mucha importancia debido a
sus amplias aplicaciones en la teoria de probabilidades,
estadistica, teoria de nimeros, l6gica, informatica y teoria de
grafos. El objeto de estudio de la combinatoria ha
evolucionado con el tiempo, actualmente el andlisis
combinatorio busca encontrar los principios y teorias
unificadoras que permitan ordenar y sistematizar el gran
nimero de resultados existentes aparentemente dispersos e
inconexos y sin relacion[3].

El presente trabajo recapitula los origenes de la
combinatoria en donde subyacen las primeras nociones y
conceptos basicos del calculo combinatorio gracias a los
trabajos de grandes matematicos en el mundo antiguo y su
crecimiento acelerado a partir de la segunda mitad del siglo
XX. Expone un marco tedrico sobre las bases de la
combinatoria y propone problemas didacticos a partir de
funciones inyectivas para la aplicacion real de permutaciones,
variaciones y combinaciones. Mediante el Aprendizaje
Basado en Problemas se presentan situaciones reales, donde se
puede realizar conjeturas y estrategias de solucién para estos
tépicos.

Uno de los conceptos torales dentro de la combinatoria es
el de coeficiente binomial (n,r) el cual cuenta el nimero de
subconjuntos de r elementos de un conjunto de n elementos.
La teoria desarrollada para este concepto es basta y fructifera
en aplicaciones. Dentro de esta resaltan las identidades
combinatorias, las cuales son igualdades que contienen
coeficientes binomiales[1].

Il. ORIGENES DE LA COMBINATORIA

El estudio de la combinatoria se desarroll6 paralelamente
con el de otras ramas de la matemaética, tales como el algebra
y teoria de numeros, ya que sus primeros hallazgos datan de
China en el siglo XXII. Los cuadrados méagicos son ejemplos
de los mas antiguos que existen sobre problemas de
combinatoria[4]; éstos aparecen y fueron la base del famoso
libro mistico chino | — Ching (Z#%€) hacia 1200 A.C[5]. Es
importante resaltar que los cuadrados magicos inscritos en el
caparazon de una tortuga son un arreglo de elementos de un
conjunto finito que responde a una determinada condicidn,
cuya base combinatoria consta de 64 hexagramas que
muestran todas las permutaciones posibles de dos tipos de
lineas, al tomarlas de seis en seis[5].

Por otro lado el escrito Chino Pa Kua (/\#}) es otro
ejemplo de los mas antiguos libros en donde se exhiben
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problemas sobre el calculo combinatorio mediante el nimero
de permutaciones de una serie de segmentos dispuestos
alrededor de un circulo [6].

En el libro chino el precioso espejo de los cuatro elementos
(U TEERESELT) de Zhu Shijie en 1303, aparece un
diagrama conocido como el triangulo aritmético, en el que se
presentan diferentes desarrollos binomiales hasta la potencia
octava, asi como el desarrollo de series y progresiones[7].

Otro encuentro del concepto de permutacién se encuentra
en la obra Hebrea de Sefer Yetzirah, un manuscrito elaborado
entre el afio 200 y 600; aunque tiempo atras, Xenocrates de
Calcedonia (96 314 a.C) habria propuesto la solucion[8].

En el mismo siglo XXII el matemético Hind( Bhaskara
comienza a explorar este campo; en el primer volumen de su
obra principal el Siddhanta Shiromani (1150) donde publica el
tratado Lilavati dedicado a la combinatoria en el cual
vislumbra el problema de la distribucion de objetos o particion
de conjuntos y enuncia una regla para hallar el nimero de
colocaciones de n cosas de una clase y (m-n) de otra[9].

El matematico y astronomo judio Levi Ben Gerson en su
libro De harmonicis numeris (1343) realiz6 un estudio mas
detallado de las permutaciones, arreglos y combinaciones de
un conjunto de objetos argumentando la igualdad del nimero
de colocaciones de n cosas de una clase K; la cual
implicitamente se encierra el modelo de particion de un
conjunto [10].

Por otro lado; el término ‘“coeficiente binomial” fue
introducido realmente por Michel Stifer (1486-1567) en su
obra Arithmetica Integra (1544) indicando los coeficientes
binomiales hasta el orden n=17 [11] .

Tartaglia en su libro Trattato di numeri et misure (1560)
introdujo un triangulo que proporciona una regla para calcular
combinaciones; ya que fue el primero en ocuparse del
rencuentro del nimero de combinaciones diferentes en el
juego de dados[12] .

Tiempo después Gerolamo Cardano en su libro Liber de
ludo aleae (1663) constituye el primer tratado serio de
probabilidad abordando métodos de cierta efectividad en la
combinatoria a partir de juegos de azar y deduciendo los
coeficientes de (a+b)"; dando como resultado que el nimero
de combinaciones de n elementos tomadas era (a+b)?
terminando con la solucién a la ecuacién cubica[13] .

Las contribuciones de Fermat y Pascal dan un giro al
trasfondo relevante de la combinatoria, siendo a través de los
juegos de azar donde se visualizan los principios para
determinar el nimero de combinaciones de elementos de un
conjunto finito; en particular sobre el problema de la division
de la apuesta planteado por el caballero de Meré[14] .

Los mateméticos anteriormente descritos reconocen el
analisis combinatorio como un nuevo campo de la matematica
digno de un estudio formal; dejando ver a ésta como el
dominio de un conjunto de técnicas o practicas en la solucién
de una tipologia de problemas.

En el libro Traité du triangle arithmétique (1653) Pascal
publica un tratado acerca de las relaciones entre los
coeficientes binomiales, las combinaciones y los polinomios;
ademas demostrd la identidad de Pascal donde expresa la suma
de potencias de los primeros n nimeros naturales [15].

Aungue Pascal y Fermat no expusieron sus resultados de
los juegos de azar; més tarde en el libro De Ratiocinnis in ludo
aleae de Huygens (1657) resolvid algunos problemas
propuestos por ellos [16].

El primero en introducir el término “combinatoria” es
Gottfried Leibniz en su obra Disertatio de arte combinatoria
(1666); ademéas realiza la construccion sistematica del
conocimiento combinatorio que se habia obtenido hasta la
época[17].

Posteriormente Bernoulli en la obra Ars Conjectandi
(1713) incorpord temas combinatorios fundamentales como la
teoria de permutaciones y combinaciones; asi como la
derivacion, las propiedades de los nUmeros, definio la
combinatoria como el arte de enumerar todas las formas
posibles en las que un nimero determinado de objetos n puede
combinarse y demostr6 el teorema binomial para el caso n
entero positivo mediante el uso de la férmula para las
combinaciones[18].

El simbolo (n, k) se introdujo en el siglo X1X cuando fue
utilizado por Andreas Von Ettinghausen en 1878[4].

Tiempo después Abraham de Moivre publica su obra
llamada "The Doctrine of Chance™ (1718); considerado clave
para el principio del estudio de la probabilidad [19].

Posteriormente Pierre Simon Laplace recopil6 las ideas de
Jacob Bernoulli, Abraham de Moivre, Thomas Bayes y Joseph
Lagrange en su obra Théorie Analytique des Probabilités
(1812) donde hace un extraordinario trabajo sobre el
desarrollo de la teoria de la probabilidad; siendo la base
matematica para desarrollar el analisis combinatorio[20].

La combinatoria entr6 en un periodo exponencial de
desarrollo con el crecimiento de problemas de la matematica
discreta que coadyuvan esta rama.

Las aportaciones de Galois(1831) fueron fundamentales
para su investigacién en teoria de grupos sobre permutaciones
de las raices de una ecuacién polinémica[21].

Euler por su parte gracias a su célebre problema
matematico de los siete puentes de Konigsberg resuelto en
1736 dio origen a grandes resultados en combinatoria y teoria
de grafos; asi como el disefio de experimentos estadisticos
[22].

F.P.Ramsey  descubri6 un importante teorema
combinatorio de existencia (1930) trabajando en el contexto
de la l6gica de la matematica [23]. En la década de 1930 Paul
Erdds y otros matematicos hingaros dieron un nuevo impulso
a la combinatoria [24].

En el libro Los fundamentos de la Teoria de la
Probabilidad (OcHOBEI Teopum BEepOATHOCTEHN) de
Kolmogérov (1933) estructura el sistema axiomatico y
formalizado de la teoria de la probabilidad utilizando la teoria
de conjuntos [25].

Afios después en la revista acta mathematica Polya
escribe un articulo titulado enumeracion combinatoria para
grupos, grafos y compuestos quimicos (1937), desarrollando
una poderosa técnica para resolver problemas de enumeracion;
su método esta basado en la teoria de grupos y ha tenido gran
influencia en el desarrollo contemporaneo de la teoria
combinatoria[26].

En los Gltimos afios la combinatoria entré en un periodo de
intenso desarrollo relacionado con el crecimiento general del
interés hacia los problemas de la matematica discreta ejemplos
de tales teorias son: las funciones multiplicativas estudiadas
en teoria de nimeros y combinatoria, introducidas en 1832 por
el matematico aleman August Ferdinand Mébius[27].

Hassler Whitney (1933) a partir de su trabajo en teoria de
gréaficos sent6 las bases del matroide, una nocién fundamental
en combinatoria y teoria de la representacion moderna[28].
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Las tablas de Young en 1900 sirvieron como objeto
combinatorio relacionado con la teoria de representaciones y
funciones simétricas. Al mismo tiempo tiene lugar un gran
desarrollo de las ramas mas ricas en aplicaciones inmediatas,
tales como la optimizacion en situaciones aleatorias reales de
combinatoria [29].

En el libro Principles of combinatorics (Berge, 1968)
propone describir la combinatoria como el estudio de las
configuraciones formadas con los elementos de un conjunto;
entendiendo por tales las aplicaciones del conjunto en otro,
posiblemente provisto de cierta estructura que satisfagan unas
restricciones determinadas [30].

Esen el siglo XX con el advenimiento de las computadoras
que fue posible el andlisis sistematico de los procesos y los
algoritmos utilizados para generar permutaciones Yy
combinaciones masivas. Ademas el analisis combinatorio
busca principalmente determinar la existencia de
configuraciones finitas y, si existen, encontrar el nimero
posible de tales configuraciones [4].

I1l. TEORIA DE CONJUNTOS

En el siglo XIX emerge la teoria de conjuntos gracias a los
estudios de George Cantor (1845 —1918). A través de la teoria
de conjuntos se inicia el estudio formal de los subconjuntos y
partir de estos viene ligado el problema de demostrar la
existencia de subconjuntos de elementos de un conjunto finito
dado y que satisfacen ciertas condiciones. Entonces se podria
decir que la teoria de conjuntos con el formalismo moderno
puede ser otra presentacion del conteo hacia la
combinatoria[31].

Un conjunto es una coleccion de objetos considerada como
un todo, estos objetos se llaman elementos que cumplen una
propiedad; se dice entonces que un conjunto es una
multiplicidad considerada como la unidad {4,, A, 434, }[32].

Existen dos formas de asignar los conjuntos; extensién y
por comprension, para expresar que el conjunto K consta de los
elementos {a, b, c} escribimos K = {a, b, c} ; con ello se da la
extension del conjunto K al enunciar cada una de las unidades
que lo componen, este método es el mas frecuente al designar
para pocos elementos. Por otra parte los conjuntos infinitos
solo pueden definirse por comprension; es decir dando un
criterio que permita reconocer para cada elemento si pertenece
o0 no al conjunto[33] .

Los axiomas formulados por Ernst Zermelo y Adolf
Fraenkel, en1908, son un sistema axiomatico concebido para
formular la teoria de conjuntos[31].

Axioma de extensionalidad.
Va(aeXoa€eY)oX=Y 1)

Axioma del conjunto vacio.
30 | Va(a ¢ 9) @)

Axioma del conjunto pares
Vx,y |3z, Va(a€Ezeoa=xva=y) (3)

Axioma del conjunto union.
Vx|3yVa(a€y e Fz(zEx A a € 2) 4

Axioma del conjunto potencia.
Vx |3yVz(z €y © Va(a €z > a € x)

Esquema axiomatico de especificacion
Vx| EIyVa(a Eyeo a€ExA (a))

Esquema axiomatico de reemplazo
Va,3b|(Vx €ady € b A (x,y)

Axioma de infinitud.
IX|PExA(VyeEx:S(y) Ex
Axioma de regularidad.

Vx EylyExAXN=0

Lema de Zorn
vxafix > UxVa(a) Exha#0 - f(a)€Ea

®)

(6)

U]

©)

)

(10)

Definicion: La unién de dos conjuntos Ay B es el conjunto;
AUB={xlxeAx e B} [32] (11)

AcAUB cAuUB;

(12)

Definicion: La interseccion de los conjuntos Ay B es el

conjunto:

AnNnB={xlxeA A x € B} [32] (13)
ANBcAANB cB (14)

Se cumplen las siguientes Propiedades para la unién e

interseccion de dos conjuntos cualesquiera[33]:
Conmutativa de la union:
AUB=BUA

Asociativa de la union:
(AuB)UC=AU(BUCQC)

Conmutativa de la interseccién:
ANB=BnNnA

Asociativa de la interseccion:
An(B NC=@ANnB)NC

Distributiva de la interseccion:
ANB NO=ANB)uANC

Distributiva de la unién:
AUBnNC=(AUBN(AUuC)

Idempotente en la union:
AUA=A

Idempotente en la interseccion:
AnA=A

Elemento neutro unién:
AUu@=A

(15)

(16)

17

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)
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Elemento neutro de la interseccion:

ANU=A (24)
Inverso de la unién:
AUA =U (25)
Elemento inverso de la interseccion:
ANA= @ (26)
Dominacion
AuU=U (27)
Dominacion
An@=90 (28)
Absorcién en la union:
AU(ANB)=A (29)
Absorcién interseccion:
ANn(AUB)=A4 (30)

Sea X el conjunto universal y A un conjunto arbitrario el
complemento del conjunto A es el conjunto:

A¢ ={x|x € X,x ¢ A} [32] (31)
Propiedades:
(A=A (32)
AUAS =X (33)
AN(AS=d (34)
De Morgan:
(AU B = A°n B°(A n B) = A°U B¢ (35)
De Morgan:
(A n B)°=4°uU B¢ (36)
La diferencia entre los conjuntos:
A—B={x|xeAAx¢B} (37)
Si:
AB=ANB‘-A-(BNC=(A-BUA-0) (38)

Demostracion:
A—(BNC=AnBNC)F =AU ((BnQC)S

= ((A°UB) N ((A°U ) = (A°UB) U (A° U O)5;
AnBHYUMANCH)=(A-B)UA-D0Q).

IV. SUBCONJUNTOS

Sean Ay B dos conjuntos. Donde A esta contenido en
B o0 que es un subconjunto de B, y lo notaremos por A € B, si
cada elemento de A es un elemento de B; es decir, A€ B &=
vX; (x € A= x € B). También puede decirse que B contiene a
A:

B2 A.[33] (39)

En caso contrario cuando un conjunto A no esté contenido
en otro conjunto B se tiene:

AZLB&=>-(ACB), &=~ [VX(XEA o XxEB); = 3Ix:
[F(x€e A==x€eB)]; ==X [~ (-(X € A)V (XEB))]; &=
Ix: [-x € A) A =(x € B)]; &= 3Ix: (x e AAX /€ B). (40)

Si A < By ademas B tiene un elemento que no esta en A,
diremos que A esta estrictamente incluido en B o que A es un
subconjunto propio de B y se denota por:

De (32) sededuce AcB.AcB &=
ACBA[Ex:(xeBAXE/A)] (41)
Sea U el conjunto universal y A un conjunto cualquiera.
AcU; xeAexeU vwx(xeAexel) . AcU.

Sea A un conjunto cualquiera; entonces:
PCAXEDSXEA VX(XEDESXEA) . DCSA (42)
Sean A y B dos conjuntos cualesquiera de un universal
arbitrario U:
A=Be AcByBCcA

Siendo demostrado como:
A=BoS ACBABCA;
(A=BeAcB)A(A=BSBCcA)
A=Bo AcCBABCA;
“Si.”ACSBABCSC A<= A=B:

Enefecto, ASB)A(BCA) &
[(Vx(xe Ao xeB)]A[(VX(XEB o x€A);

A=B (43)

Sean A, B y C tres conjuntos cualesquiera de un universal
arbitrario U.
SiAc ByB c C;entonces: A < C[32].
Sea X un elemento arbitrario del universal U de A < B, se
sigue que:
XEASXEB
DeBcC,.xeB==x€eC.
XEASXEC
Vv(xeEAexe(C) AcC
De(l) A=B&=>VX[xEA==XEB)A(XEB
o xeA)] (44)

V. FUNCIONES

Definicion:

Sean Ay B dos conjuntos. El producto cartesiano de Ay B
denotado por AxB es el conjunto:
AxB = {(a,b)la € A A b € B}[34] (45)

Dada una pareja ordenada se tiene por definicion (a, b) €
AxB & (a € A A b € B)} ysean Xy Y conjuntos[32].

Una relacion R de X en Y es una pareja ordenada
(R,XxY)donde R < XxY.
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Si R es relacion X en'Y =(x,y)[32].

Una funcién es una relacién binaria F que esta sujeta a
ciertas condiciones y es uno de los conceptos de relevancia en
matematica. Las funciones permiten conocer propiedades de
conjuntos a través de otros mediante la propiedad:

F:{Vx edom(F)3y|<x,y>€F}34]. (46)

Se denota como y=F(x); .- Im(F) = {F(x)|x € Dom(F)}, se
dice que F es funcion de A en B y se escribe: F: A — B.

Si Dom(F) = {A,Im(F) = F[A] € B VF}es una funcién
y se indica que B es el codominio o contra dominio de F; ya
que Im(F) € B entonces el contradominio de una funcion es
cualquier conjunto que contenga a la imagen.

En otras palabras una funcién de F de A —B es una
correspondencia entre elementos de A y elementos de B tal que
a cada elemento de A le corresponde un Unico elemento de y
[32].

Para cada conjunto X, Vx = {(x,x)|x € X} es una funcién
de x en x, llamada funcién identidad. Sean X, Y dos conjuntos
donde y, €Y un elemento fijo F={(X,y,) |x € X}es una
funcién de X en Y llamada funcién constante.

Fesunoaunooinyectiva & y € Im(F)3x| <x,y >€ F -

F(x) =;,» x,z € Dom(F)y x + z - F(x) # F(2);

0 bien si:

{x,z € Dom(F) ANF(x) = F(z) - x = z}[35].

Una funcion F:X — Y es suprayectiva si la: Im(F) =Y.

Debido que para cualquier funcion F: X — Y siempre se tiene
que Im(F) €Y serd razon suficiente que Y € Im(F) € -
VyeY3IxeX|F(x)=y.

Una funcion es biyectiva si <es inyectiva y suprayectiva,
donde todo elemento del codominio de una funcién F es
imagen de un solo elemento del dominio de la funcion[34].

Principio aditivo y multiplicativo:

Estos dos principios son los dos més fundamentales para el
conteo y el anlisis combinatorio. Algunos autores toman estos
principios como parte de los axiomas del andlisis
combinatorio[36].

Teoremal.2.1 (principio aditivo):

Sean Ay B dos conjuntos finitos disjuntos, es decir AN B #
@; —|AUB|=]A|U|BJ|. # @;siunsuceso A puede ocurrir
de n maneras y otro suceso B puede ocurrir de m maneras y no
pueden ocurrir ambos simultaneamente; entonces el suceso A
0 B puede ocurrir de m+n maneras[37].

Demostracion:

Séase |A |=ny |B| = m existe una biyeccibnen Ay N,  y
otra biyeccion entre B y N,,,.
Por lo tanto |A |[+|B| = m + n existe una biyeccion entre A U
BAN,p .

Seah:AUB - Nppsm |

hex) :{ i?(i) sii'Sn '

gi—-m)sim<i<m+n

fi->N,>AA g:» N, 5B |A|U|B|=m+n

Teorema 1.2.2 si Ay, ... A,, son conjuntos finitos
disjuntos a paresn > 1,—
|A1UA2U ......... Anl = |A1|+|A2| ...... |ATl|'

Demostracion por induccién:

En el caso de n=2, — JA UA,U.....A4,|=
[A;]+]As] ... ... |A,| = si se toma B=A; UA, U ....... A, —
BNAyy =0 |BUA,,|=IBlU
[An+11=1A11+1Az] oo [An| + [Ap4al.

Ley de la tricotomia

Dado dos numeros reales a y b se cumple una justamente
una de las siguientes propiedades[35] a<b; a=
b; a>b.

Teoremal.3 (principio multiplicativo) sean A y B
conjuntos finitos cualesquiera AxB = {(a,b);a € A,b €
B}—|AxB| = |A] . |B|[36].

Demostracion:

Sean A= {a, ... an} y B= {byb,. ... by} el
producto cartesiano en una matriz AxB. Si se tienen dos
conjuntos de k y n elementos respectivamente y queremos
escoger dos elementos de modo que uno sea del primero y el
otro del segundo, se puede hacer de k x n maneras[37].

Debiendo:
(ay,b1) (aq,bz) (ay,bm)
(az,‘b1) (az:bz) (al,‘bm)
(an:bl) (az',bz) (an',bm)

La cual es de dimensién n.m =|A|+|B|

Teoremal.3

Sean {4, ........A,;} conjuntos finitos cualesquiera
|A1X AoX oo A = |Aql. |Ag] o o | Ay

Demostracién por induccién sobre n
sea: |A1X AgX e e v Ayl = A1) |42 e e [An] siendo
B=4;x... ... A,—BxA,,1=|Bl. |Apsil =
|41].145]......... |4, ] 1Apeql

Si un objeto puede escogerse entre m posibles:

Principio de inclusién exclusion:
Sean Ay B dos conjuntos finitos:
|A UB| =|A|+|B|-|A nB|

Si tenemos la coleccion A;(1 < i < n) [36].

n

14, U AZU.......UAn|—|Z|AL~| Z A 4]

i=1 Ljk:

1,jk:
1si< j<ksn

NnA,|
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VI. CALCULO COMBINATORIO

Permutaciones

Una permutacion de algunos objetos es un ordenamiento o
arreglo lineal particular de los objetos: P (n, k) y cuenta dos
cosas simultaneamente: la cantidad de formas de elegir y
ordenar k de n objetos[39]. Un caso especial Util es k = n en el
que simplemente estamos contando el nimero de formas de
ordenar todos los n objetos; estoes: n(n-1)...(n-n+1)=n!,
lo anterior se formaliza con el uso del lenguaje de las funciones
matematicas: como una funcién biyectiva de I,, en un conjunto
de n elementos. Si A es un conjunto finito, toda funcion
inyectiva de A en A es biyectiva[36].

Sea A ={ay ........a,}; F:A—A esunapermutacion de A,
en estas permutaciones intervienen todos los elementos. El
numero de permutaciones de n objetos diferentes tomados de r
en r esta dado por la formula:

Pn,r)=nn—-1)(n—-2).....(n—r+1),r <n.

El nimero total de permutaciones de n objetos diferentes
tomados de n en n esta dada por:

P(n,n) =n(n—-1)(n-2) ... 1 = n![38].

Permutaciones con repeticion: se llama permutacién con
repeticién de n elementos distribuidos en k grupos de
{ay,ay, .....ax_4,a;} elementos indistinguibles {a, + a, +
--..ai-q +ax=n}, las configuraciones con n elementos

excluyendo las reordenaciones son:
...... ag—1,ak _ n!

[39].

Permutaciones circulares:

Una permutacion circular de orden »<n de n objetos es una
disposicion de r en r, posiciones en la circunferencia. En r
elementos de () son las formas distintas de colocarlos, con los
elementos:

A (1), A (2), - - -» A (ryteNdremos r! configuraciones en la
circunferencia, al trasladar los elementos una posicién a la
derecha se tiene:

Y OY @) Y@ = @) (3) e A () =

af(r)af(l) PPN af(r_l)

(M= =)@ - 36l

Combinaciones

Se Ilaman combinaciones de elementos A= {a, a,}
tomados de n en n a los subconjuntos de n elementos del
conjunto A se denota como:

C(n,m) =C(*) donde 0<n<m.

Para calcular C(') se busca cada aplicacion inyectiva

fiN,>mcA=S{f(1),f(2).... , f(k)}[38].
También cada uno de los diferentes grupos tomando todos
o parte de los elementos del conjunto, sin considerar el orden
de los elementos tomados, se les llama combinacion.
El ndmero de combinaciones de n objetos diferentes

tomados de r en r esta dado por C(nr)=
NM=—1)(N=2) i (n-r+1) r<n multiplicando por (n—-r)!

r! (n-r)!
Se obtiene:

_ nn—1..m—-7+1D . (n—1r)!
- rl (n—71)! '

c(n,1)

El nimero de combinaciones de n elementos diferentes
tomados de r en r puede obtenerse:

c(n,r)= r<n [38].

n!
rl(n—-r)!

Combinaciones con repeticion:

Sea A = {a,, a,, ..., a,}un conjunto de n elementos. Una
combinacién con repeticion de n elementos tomados de k en k
este conjunto equivale a una lista ordenada de longitud k donde
estos se pueden repetir y existe una correspondencia entre las
combinaciones de orden k y las soluciones enteras no negativas
de la ecuacion x; + x, + x5 + -+ ....x; =k cadax; > 0esq;
es una funcion biyectiva CR(n, k) = ("*57").

Sin, k>— CR(n, k)=CR(n — 1,k)+ CR(n, k — 1);

CR(n,1)=n A CR(Lk) =1

Ja,,se toma elementos de k-1 en k-1.-.

CR(n, k) =+ CR(n—1,k) + CR(n, k — 1).

Si k#1,n#1;

CR(n,1)=n A CR(1,k) =1

CR! = R" :(k+;1—1) _ (ktn-1)!

k+n-1

nl(k-1)! [39].
Variaciones
Sea X un conjunto de k elementos y otro conjunto Y de n
elementos:
S={f:X->Y;f inyectiva };
la aplicacion de la funcion es:
), f(x2) e f () — f(xy) EY.
fO) ENf(x)} = {y € iy # f(x:)}
f ) eV (), f(x)} =
{yeYy# flx1)y # f(x2)}
FQ) € WNF (1), oo f (-1} =
{yevy# flx1) ... # fOq-1)}

El total de aplicaciones biyectivas de X —B se llaman
variaciones de n elementos tomados de k, por el principio del
producto:

Vink)=n(n—1)(n—2) ......(n—k+1) =

n!
oy [38].

Variaciones con repeticion:

Sea un conjunto de m elementos con la notacion:

C={ci,C1) e Cm} se pueden formar; X,, =
{(ci1, Cin, Cin)iCih EC,j=1, ,n} el ndmero de
elementos de X, con repeticion de m elementos tomados de n
enn.. X,-m"[39].

El factorial de un entero positivo n lo describe Christian
Kramp en 1808[40] como:

Para cada n € N factorial serd n! =
(n—Dn =T k;

1;
{n —1lnsin>0

Propiedades
n=nmn-1;;n =2
Sinl=ml;en mvnmeZt-{1};
n(n!) = (n + 1)! — n!
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Teorema del binomio
El desarrollo de la potencia n-ésima (siendo n, entero
positivo) de un binomio[37].
-1 —
Seal< m< n-1—-C(T ) +c(,")=c(T).
Demostracion:

| m m-1) _ (n-1)! (n—-1)! —
'C(n—l) +C(n—l) ml(n—1-m)! * (m-1)!(n-1-(m-1)!

(n-1)! (n—-1)!
m!(n-m-1)! (m-1)!(n-m)!
_(n-1)!(n-m) (n-1)!m _(n-1)!(n-m)+(n-1)!m
- m!(n-m)! m!(n—-m)! - m!(n-m)!

_m!(n—m)! - (T;)

Para todo n €N, y cualesquiera nimeros reales a,b se tiene
que: (a+ b)"=Y",Cia™ - bt-

Demostracién por induccion sobre n:
n=0,(a+b)°=1AY"L,Cla™" bt =Cla’ b° =
1.(a+b)° =X, Cla®" bl

Paran-1=0,(a + b)* t =Y 1l a1t bt
(a+b)*=(a+b)(a+b)"?

=(a+b) ¥y Cl_yav 7t bt

:az‘l(tz—ol Criz—l an—l—i . bi + bZ?z_ol Cﬁ—l an—l—i ,bi
zzlnz—ol C1i1_1 an—l . bi + Z?z_ol Cril—l an—l—i . bi+1

Como:
1 =0 X G a b = E G at e b
Se define:

n n

Cily=0- (a+b)" Z Ci_ya™ b+ Z cihavt-pt
) ) i=0 i=0

=Xito(Crog + CiZ1) @t - b

L@+ b)Y, Cla™ - b

Coeficiente binomial
El nimero de subconjuntos de k elementos a partir de un
conjunto n se denota (2) . Los nimeros C, x) se conocen como
coeficientes binomiales donde C, x) = 0; si k > n:
nm=10m=2)uu..(n—k)+1;(}) =
nn-1)(n—-2)........ (n—k+1) _ n!
123 (k=1)k T kin—k)!

El cudl es el coeficiente del termino x™ *y* obtenido al
desarrollar (x + y)"=Xp_o(}) x" *y*.

En el libro “raité du triangle arithmétique” (Pascal, 1654)
estudia lo que hoy se conoce como triangulo de Pascal que es
un arreglo de nimeros donde la posicién k en la fila n del
triangulo de Pascal es igual al coeficiente binomial (’;) [36].

Cumple con las siguientes propiedades[37]:
Seanvnk € Z*In=>k:

() = Gl

(e = G) + (s

k() =n(i20)s

k(D) = =k + D();

) () (M) e (M) = (D,

O+ () = 0
@D+O+O+-()=2%
H-O+G) = +E=0() =0

VI11. DIDACTICA DE LA COMBINATORIA MEDIANTE
APRENDIZAJE BASADO EN PROBLEMAS (ABP)

A través del enfoque didactico ABP se proponen problemas
combinatorios, donde se pretende desarrollar habilidades
cognitivas como; conjeturas, generalizacion la optimizacion y
el pensamiento sistematico, ademas habilidad para identificar,
analizar y solucionar problemas.

Una de las principales caracteristicas del ABP esta en
fomentar en el alumno el aprendizaje autodirigido y el
pensamiento critico, ademas el conocimiento sobre los
contenidos en la propia experiencia de trabajo, donde él tiene
la posibilidad de analizar en la practica aplicaciones en torno
al problema. Se pretende que el estudiante se involucre en el
proceso de aprendizaje propiciando su interés para enfrentarse
a problemas contextualizados. El enfoque de ABP permite que
bajo el principio de usar problemas centrados en el aprendizaje
como punto de partida, el alumno desarrolle competencias
tanto de la toma de decisiones como en el momento de
proponer estrategias de solucion. Para la adquisicion y la
integracion de los nuevos conocimientos[41].

Mediante el ABP el alumno empleara modelos
matematicos que le permitan enfrentarlo a situaciones reales
donde la actividad gire en torno a la discusién de un problema
y el aprendizaje surja de la experiencia sobre ese problema,
para traducirlo en un lenguaje matematico donde después le
permitirda modelarlo ,simularlo y permita la reflexion sobre su
propio aprendizaje. En esta metodologia, el docente tiene un
rol claramente definido:

Es el facilitador del aprendizaje y su labor es orientar, guiar,
moderar y facilitar una adecuada dindmica de grupo, es quien
custodia el proceso de aprendizaje del grupo y guia el
descubrimiento. Tiene la responsabilidad de buscar, disefiar y
plantear problematicas con un alto grado de significatividad,
debe contribuir en el esclarecimiento de las dudas, ayudar a
plantear situaciones problema, sugerir y evaluar estrategias de
solucién asi como determinar las etapas y metas de la
experiencia asesorando en el disefio de las alternativas de
solucion del problema[42].

Polya en su libro ;Cémo plantear y resolver problemas?
(1945)[43]. determina una propuesta la cual esta enfocada a la
forma como se deben asumir y enfrentar los problemas al
interior del estudio de la matematica. Sus aportes se encaminan
a orientar acerca del manejo de dichas situaciones en los
procesos educativos, él comparte, ademas, la idea de que las
estrategias y preguntas de un experto podrian ser modeladas
por los docentes en el salon de clase.

Propone un plan, en el cual como primera fase es la
comprension del problema, en esta se ubican las estrategias que
ayudan a representar y entender las condiciones iniciales del
problema, se formulan preguntas como: ¢ Cudl es la condicion?
¢Es la condicion suficiente para determinar la incégnita? (Es
insuficiente? (Redundante? ;Contradictoria?, como segunda
fase; es la concepcién de un plan y en esta se recomienda
pensar en problemas conocidos que tengan una estructura
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analoga a la que se quiere resolver y asi establecer un plan de
resoluciéon por medio de estrategias o algoritmos en donde
propone formular preguntas: ;Se conoce algin problema
relacionado con éste? ;Conoces algun teorema que te pueda ser
Gatil? ¢Se puede plantear el problema de otra forma? .En la
tercera fase es la ejecucion de este plan y en esta se contemplan
aspectos que ayudan a monitorear el proceso de solucion del
problema asi como su demostracién y la generalizacién del
problema. La Ultima fase es la visidn retrospectiva, en donde a
idea fundamental de esta fase, es tratar de resolver el problema
de una forma diferente y analizar o evaluar la solucién obtenida
y si este mismo algoritmo se puede aplicar en algin otro
problema.

La implementaciéon basada en el método heuristico de
Polya ayuda a resolver problemas combinatorios
contextualizados.

Esta concepcidon permite en principio de colocar los
problemas unos con relacion a otros, a condicién de tener una
axiomatica conveniente de la teoria por ensefiar: las
discusiones sobre la seleccion de la mejor axiomética sustentan
la mayor parte de las investigaciones sobre los programas[43].

El pensamiento sistémico (PS) ayuda a construir un marco
conceptual que permite representar problemas dentro de varios
subsistemas o elementos interrelacionados llamados patrones
Jla implementacion permite el estudio de cualquier fendmeno
y sistema enfatizando las relaciones entre las partes del mismo,
en lugar de ver el sistema como un todo, este mismo comienza
con la articulacion del problema ,el analisis del sistema y
finaliza con el uso de modelos que permitan la imitacién o
proceso o sistema del mundo real [44].

El PS es una herramienta dentro de la combinatoria donde
para abordar diferentes problemas, estos se pueden contemplar
como sistemas, por medio de la identificacion de reglas y
patrones que permitan llegar a su generalizacién[45].

VIII.

Problemas:

1)Se quiere elegir a un comité de 3 personas de un total de
20 personas de las cuales una debe ser presidente, el otro
secretario y un tesorero ¢De cuantas maneras se puede elegir
dicho comité?

Este problema tipico de combinatoria donde orden de cada
uno de los elementos es fundamental; esto es lo mismo que dar
una funcion I; {1, 2,3}, pero se tiene que tomar en cuenta que
no puede ser cualquier funcién, ya que la persona no puede
ocupar dos cargos a la vez, esto es si se eligi6 a las personas A,
B, C, ocupando los cargos de presidente (1), secretario (2) y
tesorero (3)respectivamente; la funcién correspondiente a esta
eleccion es f(x) : {1,2,3} » G,donde G es el conjunto de las
20 personasy f(1) = A, f(2) =By f(3) = C donde
fO)#= f2); fA) = fQ)y f(2) # f(3), la funcion debe

ser inyectiva.

PROBLEMAS DE APLICACION

Definicién 1:

Las ordenaciones de n elementos tomados de m en m son
las funciones inyectivas I5{1,2 ....m} en el conjunto de estos n
elementos es O;".

Definicion 2:

Las ordenaciones con repeticion de n elementos tomados
de m en m son las funciones de I m del conjunto de esos
elementos y al nimero total lo detonaremos OR}.

Proposicion 1.2 si A es un conjunto con m elementos y B
con un conjunto de n elementos, el nimero de maneras de
escoger un elemento de A y un elemento de B es m.n por el
teorema 1.3 sea A = {a, ____a,} un conjunto de n elementos,
a;) de elementos A

..........

a; # a;.
Demostracion:
Seai € I, fijay sea B; = A — {a;} el nUmero de elementos
de B;} esn-1
{(a;, a;} € AxAla; # a;} =
UL, (e} x By(ad x By 0 ({a} x B)) = 0 Sii

n

card U({ai} xB)) = Z card({a;} x B;)

i=1
n

=Y m-D=@-1

i=1

Hay (n — 1)parejas ordenadas. EI nimero de maneras de
escoger la imagen de 1 es n el nimero de elementos de dar una
funcidn inyectiva de I, en A={ (a,b)€ AXA |a # b},la imagen
de 1=ay la imagen e 2=D:

f:{l, = A|f es inyectiva} - A = (a,b) € AxA|a # b}

Definida F(f) = (f (1), (f(2)) es biyectiva:

2 _ - n!
05=n(n-1) D!

Considerando f: I; —» A determinara:
(a1,az,a3) B =
{(ay,a;,a3) € AxAxAla, # a; sii#ji=1,2,3}

Habré entonces 03=02 (n — 2) = n(n — 1)(n — 2) ——

(n-3)!
Funciones inyectivas I; — A .
02 = 200 200 _ 2019 _
Y20 7 oi20-2) 2181 2

10 - 19 = 190 maneras.

2) a)¢,Cuantos numeros de seis digitos, significativos, se
pueden escribir en un sistema binario?

b) ¢ Cuantos hay que contengan la sucesién 01?

Solucién:

El primer digito siempre es 1, por lo tanto tenemos que ver
las formas posibles de formar listas de 5 elementos con los
digitos 0 y 1: el total es 25= 32

Si queremos ver cuantos de éstos contiene la sucesion 01,
esta sucesion puede ocupar una de las siguientes posiciones:
101__ ,1.01__,1_ 01,1 _ 01

Cada uno de estos casos tiene tres espacios vacios, que se
pueden rellenar con cualquiera de los digitos 0 o 1.

Por lo tanto cada uno produce 23 nlimeros.

Llamamos A, a los nimeros del tipo1 01, A, alos
deltipol _01__,A; alosdeltipol 01 ,yA, alosdel
tipol 01

Tenemos entonces, por el principio de inclusion—exclusion:
|A; UA, UAz U A,l=
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|A1| + |A2| + |A3| + |A4| - |A1 N A3| - |A1 N A4| - |A2 N A4|-
Se tiene:
|A; | =23,y |A; N A3| = [A; NA,] = A, NAl|=2.
Por lo tanto:
|A1 UAZ UA3 UA4_|.|:4X23_3 X2:32_6:26.

3)¢Cuéntos divisores positivos tiene el ndmero
29338848000,¢Cuantos son multiplos de 99? ¢Cuantos son
multiplos de 39?

Si d es un divisor de 29338848000 =

28.35.5%.73.11 -.d =

2%1.3%2 . 5% . 7% . 11% con:

(ag, ay, a3, a4, a5) € AjxA,xA3xA,xAs donde:

A, ={01,2..8}L,A, ={0,1,2...,5},A; ={0,1,2,3}, A, =
{0,1,2,3},A; = {0,1}.

El nimero de divisores de 29338848000 es
|[A1x Ayx A3x Aux Ag|=9-6-4-4-2.
Si d=2%1-3%.5%.7%.11% es mlltiplo de

99—a, =2;as = 1.
En total, el nimero de divisores multiplo de 99 es:
|A1x(A; —{0,1})x A3x Ayx A5 — {0}] =
9-4-4-4-1
39=3-13 no es divisor de 29338848000 .. 0

4) Un circuito eléctrico posee 10 interruptores. Teniendo
en cuenta que cada interruptor tiene dos posiciones {1, 0}

a) ¢Cuantos estados diferentes puede tener el circuito
segln la posicién de los interruptores?

b) ¢ Cuantos estados tienen tres interruptores en posicion 1
y el resto en posicion 0?

Solucién:

a) El circuito puede encontrarse en VR,;, = 2% en
estados distintos

b) El nimero de estados con tres interruptores en posicion

lesen PR3 =22 1998 _ 179,
7!-3! 3!
5) Se considera el conjunto {1, 2, . . ., 20}. ¢ De cuantas formas

se puede elegir cinco elementos entre los que no haya dos
consecutivos?

Solucion:

Si hacemos wuna eleccion de cinco elementos
{{x, x,x3x,x5} ordenados de menor a mayor, entre los que no
hay dos consecutivos, resulta:

Xs>x4+1, x4 >x3+ 1, x3>,x,+1,x, >x; +1,ypor
tanto, el conjunto {x{,x, — 1,x3 —2,x, — 3, x5— 4} estd
formado por cinco elementos distintos. Y reciprocamente,
dado un conjunto {y;,y2,Vs, Vs, ¥s} de cinco elementos
distintos, que podemos suponer ordenados de menor a mayor,
resulta que el conjunto {y;, y, + 1, y3 + 2, y, + 3, ys + 4} de
cinco elementos entre los que no hay dos
consecutivos;{{x;, x,x3x,%s},  {V1,¥2.¥3, Va, Vs formados
por cinco elementos distintos. El valor minimo de x;es 1, y el
valor maximo de x5 es 20, por lo tanto el valor minimo de y,
es 1, y el valor maximo de ys es 20 — 4 = 16. El ntimero de
conjuntos de cinco elementos es ()= 4368.

6) ¢Cuantos nimeros enteros positivos menores que 120
son primos?
Solucién: Los ndmeros primos que aportardn ndmeros
compuestos son: 2, 3,5y 7, yaque 112 = 121 > 120. Podemos
entonces calcular los nimeros primos menores que 120 que son
maltiplos de 2, 3, 5, 6 7; el nimero de elementos de este
conjunto es:
S U S3 U S5 U S7| = (IS2] + |S5] + [S5] +[S7]) — (|S2NS3] +
S NSs| +1S2NS7 | + (S5 NSs| +[S3NS7 |+ [ SsN S7]) + (IS2
N S3 NSs| + S NS3 NS7[+1S; NS5 N S|+ S5 NS5 N S5])
—1S, NS; NS5 N S|

_(120—1 120-1 120-1 120—1)
2 3 5 7
120-1 120-1 120-1 120-1 120-1 120-1
+ +
6 10 14 15 21 35
(120—1 120-1 120-1 120—1) 120-1 _
30 42 70 105 210

138-53+7-0=92

De éstos tenemos que excluir los nimeros 2, 3,5y 7,y
como el nimero 1 no es primo, el nimero de enteros primos
positivos menores que 120 es:

119 — (92 —4) — 1 =30.

Podemos comprobar el resultado, ya que los enteros primos
pedidos son: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,
47,53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109,
113.

7) En los lenguajes de programacion se utilizan
identificadores para hacer referencia a varios objetos:
constantes,  variables, funciones, = Normalmente
identificador estd formato por una serie de caracteres, letras
del alfabeto ("a’,..,’z’,’A",..,’Z’) y digitos numéricos ('0’,..,’9’)
empezando siempre por una letra. Por ejemplo, al, Jet, NUM,
n36, AddNode son identificadores validos, pero 1a, 3jda no se
considerarian validos porque empiezan por un digito o
contienen caracteres que no son letras ni digitos.

(a) ¢Cuantos identificadores de 8 caracteres podemos
formar? ;Y si todos los caracteres deben ser diferentes?

(b) Si consideramos identificadores con un maximo de 6
caracteres, ¢cuantos identificadores podemos formar con
todos los caracteres diferentes?

(c) Si se consideran equivalentes las letras mayusculas y

mindsculas, ¢cuantos identificadores con un maximo de 6

caracteres diferentes podremos formar?

(d) ¢Cuéntos de los identificadores del apartado anterior
tendran, al menos, una vocal?

Solucién: Suponemos que tenemos 26 letras minusculas,
26 mayusculas y 10 digitos:

(a) El nimero total de identificadores de 8 caracteres seran:
52 x VR(62, 7) =52 x 627 = 183123959522816

Si todos el caracteres deben ser diferentes, entonces la
solucion seré:
52 x V (61,7) =52 x 61 x 60 x 59 x 58 x 57 x 56 x 55 =
600956640.

(b) En este caso, los identificadores pueden tener longitud
de 1 a 6. La solucion sera:
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52 (1+52(1 + 35—,V (6L,y)) =
52(1 4V (61,1) +V (61,2) +

V (61,3) + V (61,4) + V (61,5)) =
37785374744

(c) Este caso es como el anterior pero ahora s6lo hace
falta considerar 26 letras y 10 digitos:

26(1+X5.,V(35,y) =

26(1+V (35,1) +V (35,2) + V(35,3) + V (35,4)

+V (35,5)) = 1046577376.

(d) Calculamos, primero, cuantos identificadores no
tienen ninguna vocal:
21(1+ X5,V (30,y)) =
21(1+V (30,1) +V (30,2) + V (30,3) + V (30,4)
+V(30,5) =
373457721

Sustrayendo de la cantidad del apartado anterior
obtendremos el resultado deseado:
1046577376 — 373457721 = 673119655

8) ¢Cuantos niimeros naturales existen menores que 10°®
gue no sean capicuas?

Consideramos que un nimero es capicla si al invertir el
orden de sus cifras obtenemos el mismo nimero. Los nlimeros
naturales de una cifra son todo capicta. No consideramos al 0
como un elemento del conjunto de los nimeros naturales.

NUmeros capicua de una cifra: 4,-{1,2,3, ... ... 9} 144] =
9 meros capicla de dos cifras;
A,_{11,22,33, ......,99}; |4,| = |A;| =9

Nameros capicUa de tres unas cifras: |43 =9-10 =90

NUmeros capicua de cuatro cifras: |A,| = |43] =90

Numeros capicia de cinco cifras: [A,] = 9-VRy,, =

9-10=90

NUmeros capicUa de seis cifras:

|46| = |4s| = 900

En total tenemos Y¢_;14;] =2-(9 + 90 + 900) = 1998
nimeros capiciia menores 10° ,por lo que el nimero de
nimeros naturales que no son capicla es de :999,999-
1,998=998,001.

9) Determina el nimero de soluciones enteras de la
ecuacion:

X1 +x, +x3 +x4 =32

x>0 1<i<4

byx; >0 1<i<4

C) X1,%1 =5; x9,%, =7

dx;>8 1<i<4

ex;=—-2 1<i<4

f) x1,%5,%3 >0; 0<ux, <25.
o)

(") =3

C) (8+;—1) — 31'_18"

B () =5 =

Lz =x;+ 2Vi =1,2,3,4;

Se tiene el sistema:
{Zl + ZyyZ3yZy = 4’0,
0<zVvVi=1..4

+4—1) _ 43!
40 T 3140

Z1:x1‘ - 1, Z2:x2' - 1, Z3=X3’ - 1, Z4:.X4_ - 1

Se tiene un total de (*°

Se tiene el sistema:

R:{ Zy + 2y,23,24 = 28,
0<zVvVi=1..4 Nz, <24

|X|:{Zl +25,23,2, =28, (31

0<zvi=1..4 ' \28

Al= Zy + Zp4 23,74 = 28,

| |_{0 <zVi=1..3A25<z,

IRI=IXARE(CS) — (5)=4475.

=)

IX. CONCLUSIONES

Los problemas didacticos propuestos en este trabajo, sobre
calculo combinatorio permiten realizar modelos matematicos a
través de axiomas, postulados y teoremas, para llegar a
modelar situaciones reales, mediante conceptos preliminares
como; variaciones, permutaciones y combinaciones.

El ABP permite fragmentar problemas en subsistemas
para poder realizar conjeturas, algoritmos y finalmente
proponer estrategias de solucion. Sus elementos basicos son el
andlisis, la lbgica, la construccion de patrones y la
generalizacion. Los procesos de ensefianza-aprendizaje deben
ser orientados bajo una perspectiva en la que los estudiantes
tengan diferentes soluciones que posteriormente demuestren
como lo plantea Polya.

Gracias a la teoria de conjuntos se inicia el estudio formal
sobre distintas configuraciones de objetos discretos dentro de
la combinatoria, asi como principios fundamentales para el
conteo y el anélisis combinatorio, paralelamente la nocién de
funcion da sentido a conceptos algebraicos elementales como
los de aplicacion, relaciones binarias, isomorfismo,
coeficientes binomiales, permutaciones y variaciones.

La indagacion histérica permite vislumbrar del proceso de
transformacion que sufrieron los conjuntos discretos, donde a
través de las relaciones entre los elementos y sus operaciones,
surge el cambio de sus estructuras.
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